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Method for determining the optimal length of the transition part of a railway 

track plan 
 

A. Artikbaev1, M.Y. Ergashaliev1 
1Tashkent State University of Transport, Tashkent, Uzbekistan 

 

Annotation: On a curved section of a railway track, to smooth out the turn, a curve is considered whose curvature can 

be equal to the curvature of a circle, and a smooth transition is formed in an optimal way. 

Key words: The transition part of the railway track, Optimal choice, has a curvature, circle, clothoid, function. 

 

Метод определение оптимальной длины переходной части плана 

железнодорожной пути 
 

Артикбаев А.1, Эргашалиев М.Й.1 
1Tошкентский государственый университет транспорта, Ташкент, Узбекистан  

 

Аннотация: На изогнутом участке железнодорожного пути, для сглаживания поворота, рассматривается 

кривая, кривизна которой может быть равна кривизне окружности, и формируется плавный 

переход оптимальным способом. 

Ключевые слова: Переходной часть, железнодорожной пути, Оптимальный выбор, имеет кривизну, окружности, 

клотоида, функция. 

 

1. Введение 

Известно [1],[4], что переходная часть плана 

железнодорожной пути, служит для обеспечения 

плавного перехода состава от прямой к дуге 

окружности. Это явлению можно описать 

математический в следующем виде: 

Естественно, прямая часть имеет нулевую кривизну. 

Дуга окружности имеет кривизну, 𝑘 =
1

𝑅
-где𝑅 -радиус 

кривой части плана железнодорожной пути. 

2. Постановка задачи 

Это явлению можно описать математический в 

следующем виде: 

Переходная часть если его обозначаем через 𝛾(𝑠) - 
такая кривая, чтобы его кривизна менялась от 0 

до
1

𝑅
таким образом, чтобы переход по этой части 

предоставлено техническим требованиям, 

предъявляемой для обеспечения комфортабельности 

движения по этому пути [2]. Математическое описание 

требований предъявляемой к переходной части. 

Для выяснения всех требований предъявляемой к 

переходной части плана железнодорожной пути, 

выбираем специальную декартовую систему координат. 

Для этого считаем состав движется по прямой 𝑙1и 

должен вращается в направлении прямой𝑙2. Примем 

прямые𝑙1 и𝑙2при пересечение образуют угол𝛼. Ось 

абсцисс𝑂𝑋выбираем так чтобы отрицательная часть оси 

совпадало с лучом прямой𝑙1 начало луча была в начале 

координат𝑂(0,0). Ось ординат𝑂𝑌перпендикулярна к 

прямой 𝑙1и его положительное направление 

соответствовало в сторону поворота. Прямая, график 

которого соответствует с𝑙2, с осью 𝑂𝑋пересекается в 

точке(𝑎, 0). Тогда эти прямые соответственно имеют 

уравнения: 

𝑙1: 𝑦 = 0, 𝑙2: 𝑦 = 𝑡𝑔(𝛼)𝑥 − 𝑎𝑡𝑔(𝛼) 

Окружность радиусам𝑅 и касающаяся обоим 

прямым𝑙1и𝑙2, имеет следующую уравнению,  

{
𝑥 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜑
𝑦 = 𝑅 + 𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑

(1) 

Обозначаем через 𝐵 -точку касания окружности с 

прямой𝑙2. Относительно прямой 𝑙 - проходящей через 

точки (0, 𝑅) и(𝑎, 0), точки касания окружности с 

прямы𝑙1 и 𝑙2будет симметричными. Хорда 𝑂𝐵 - 

окружности будет перпендикулярной к𝑙. 
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3. Выбор дуги кривой линии  

Надо отметить, дуга окружности в целом 𝑂𝐵̌- не 

может быть кривой частью плана железнодорожной 

пути. Потому что в точках 𝑂 и 𝐵 кривизна кривой резко 

меняется от 0 до 
1

𝑅
. 

Поэтому надо выбирать кривую 𝛾(𝑠) - кривизна 

которого отвечала к требованиям переходной части.  

Пусть дуга 𝑂𝐶заданная уравнением 𝑦 = 𝑓(𝑥) -

кривая𝛾̄отвечающая требованиям переходной части. 

Соответственно, кривая 𝐵𝐷 - определяется 

симметрично относительно прямой𝑙2и будет 

переходной частью второго конца кривой части плана 

железнодорожной пути. 

Оптимальный выбор длину переходной части.  

Предположим кривая 𝑂𝐶 - отвечающая всем 

требованиям переходной части, кривой пути задана 

уравнением𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑥 ∈ [0, 𝑥0] где 𝑥0- координата 

проекции условной точки𝐶(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) 
Причем в точке 𝑥 = 𝑥0кривая имеет кривизну 

равную 𝑘0 =
1

𝑅
. 

Так как при 0 < 𝑥 < 𝑥0-кривая 𝑓(𝑥) имеет 

кривизну𝑘(𝑥) <
1

𝑅
, то кривая 𝑂𝐶длина иметь 

ординату𝑦 = 𝑓(𝑥) -меньше, чем ордината дуги 𝑂𝐵̌-

окружности (1). 

Кривизна кривой, заданной уравнением𝑦 = 𝑓(𝑥), 
вычисляется по формуле: 

𝑓"(𝑥)

(1 + 𝑓′2(𝑥))
3
2

= 𝑘(𝑥) 

Причем 𝑘(0) = 0, 𝑘(𝑥0) =
1

𝑅
 (*). 

Нахождение уравнению переходной части 

эквивалентно к решению дифференциального 

уравнения 

𝑓"(𝑥) = 𝑘(𝑥)(1 + 𝑓′2(𝑥))
3

2            (*) 

Допустим, кривизна 𝑘(𝑥) переходной части, 

линейно зависит от длины дуги𝑠. 

𝑘(𝑥) = 𝑚 ⋅ 𝑠 + 𝑛 

Из условий (*)-представлено переходной части 

получаем𝑛 = 0и𝑚 =
1

𝑅𝑠0
где  

𝑠0 = ∫ √1 + 𝑓′2(𝑡)
𝑥0
0

𝑑𝑡, 

Очевидно, для решения уравнения (*) функция𝑓(𝑥) 
-должен принадлежать классу 𝐶2(𝐷) то есть являться 

дважды дифференцируемой функцией. 

Переходная часть начинается из конца прямой части 

и заканчивается соединением дугу окружности с 

принятый 𝑅 -радиусам. 

Кривизна окружности постоянна и равна
1

𝑅
. 

Следовательно, кривизна переходной кривая в конце 

должна иметь кривизну равную на
1

𝑅
. 

Это возможно только в том случае, когда связь 

окружность имеют радиус𝑅в этой точке [3],[5].  

Значит соприкасающаяся окружность кривой 

должен быть равным окружностью заданной 

уравнением (3). 

Но сама окружность, заданной уравнением (1) - не 

может быть соприкасающаяся окружностью, потому что 

кривая, заданная уравнением 𝑦 = 𝑓(𝑥) не может 

пересекаться с окружностью (2) 

Потому что для пересечения кривой с окружностью 

его кривизна должен быть больше
1

𝑅
. Тогда в точке 

пересечении получаем разрыв функции кривизны, то 

есть в этом случае общая кривая в точке пересечения 

имеют различные кривизны.  

Следовательно, если окружность (1) перенесем 

параллельно, так чтобы она с переходной кривой имела 

общую касательную. 

Тогда кривая состоящая из переходной части и 

дугой перенесенной окружности будет.  

Искомой кривой отвечающая техника 

экономическим требованиям. 

Пример определения длины переходной части. 

Определение длины дуги переходной части 

рассмотрим для конкретно заданной кривой, когда 

переходная част будет графиком клотоиды. 

Пусть клотоида задана параметрическими 

уравнениями: 

{
 
 

 
 𝑥 = ∫ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡2

2
)𝑑𝑡,

𝑠

0

𝑦 = ∫ 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡2

2
)𝑑𝑡.

𝑠

0

                           (2) 

где 𝑠 - длина дуги кривой. 

Воспользуемся векторным уравнением 

рассматриваемых кривых, клотоида (2) и окружности 

(1). Так как в точке перехода клотоида и 

соприкасающаяся окружность имеют общую 

касательную, то касательные к будут равны. 

Тогда𝑅̇𝑠
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟̇𝑠⃗⃗⃗, |𝑅̇𝑠

⃗⃗⃗⃗⃗| = |𝑟̇𝑠⃗⃗⃗|-из этого получае: 

{
 

 𝑐𝑜𝑠
𝑠2

2𝐴2
− 1 = −𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝑠

𝑠𝑖𝑛
𝑠2

2𝐴2
= 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝑠

                     (3) 

После некоторых преобразований получаем: 

𝑐𝑜𝑠
𝑠2

2𝐴2
= 𝑐𝑜𝑠 𝑠 

Отсюда. 

𝑠 =
𝑠2

4𝐴2
+ 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 

или 

𝑠2 − 4𝐴2𝑠 + 8𝐴2𝜋𝑛 = 0 

Искомая длина переходной части должна 

удовлетворять этому квадратному уравнению. 

Учитывая𝐴2 = 𝑅𝑠, получаем при𝑛 = 1: 

𝑠1 =
8𝜋𝑛𝑅

4𝑅 − 1
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4. Вывод  

Значит, длина оптимальная длина переходной части 

определяется в зависимости от радиуса кривой дороги. 

 Использованная литература / 

References 

[1] Линчекова Елена Павловна, «Разработка 

математической модели трассы железнодорожного 

пути для реконструкции плана», Москва, (2016). 

[2] Wladyslaw Koc, “Smoothed transition curve for 

railways”, Transportation Overview-7(2019) 

[3] A.Artykbaev, M.M.Toshmatova, “Drawing up a 

road plan in difficult sections”, Vol1, Isue2,(2024)   

[4] A.Artykbaev, M.M.Toshmatova, “Geometric 

approach to define a railway plan model”, Bulletin of the 

Karaganda University. Mathematics Series, No. 3(115), 

2024, pp. 26–33. 

[5] G.V.Velichko, P.I.Pospelov, “Analysis of the 

properties of new forms of transitional sections of railway 

and highway curves”, Materials Science and Engineering 

1159(2021)012022. 

Информация об авторах/ 

Information about the authors 

Артикбаев 

А. 

Высшая математика, профессор 

Ташкентского государственного 

университета транспорта 

e-mail:aartykbaev@mail.ru  

https://orcid.org/0000-0001-6228-8749     

Эргашалиев 

М.Й. 

Высшая математика, Базовый 

докторант(PHD)Ташкентского 

государственного университета 

транспорта, Узбекистан 

e-mail: ergashaliyevm@mail.ru  

https://orcid.org/0009-0007-4372-4657    

 

mailto:aartykbaev@mail.ru
https://orcid.org/0000-0001-6228-8749
mailto:ergashaliyevm@mail.ru
https://orcid.org/0009-0007-4372-4657


Journal Engineer           ISSN: 3030-3893 Special Issue| 2025 
 

 

 16-iyun, 2025 340 
                 “Qurilishda yashil iqtisodiyot, suv va atrof-muhitni asrash tendensiyalari, ekologik muammolar  

va innovatsion yechimlar” 

 

D. Ibrohimova  
On the geometry of nodal sets of eigenfunctions of fractional powers of 

the laplace operator……………………………………………..…………..305 

A. Alimov, E. Aliev    
Leibniz algebras generated using the image of Euclidean algebras.....308 

J. Azimov,  N. Namozov  
Analysis of the annual change in the volume of cargo turnover of road 

transport through the time series model……………………….……...….311 

D. Eshmamatova, D. Khakimova, S. Zavgorodneva 
Analysis of the dynamics of the viral infection spread model.………...314 

Sh. Kasimov, N. Shomurodov   
Propagation of spherical shock waves in a contiguous elastic-plastic 

environment…………………………………………………………………..319 

L. Sharipova, H. Raufov  
Time series modeling and prediction...………………………….………..322 

M. Sadullaeva, J. Abdinabiev, S. Turdiev 
Instantaneous axis of helical motion of a rigid body…………….….….327 

A. Artykbaev, M. Ergashaliev 
Method for determining the optimal length of the transition part of a 

railway track plan ….……………………………………………………….330 


