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Instantaneous axis of helical motion of a rigid body  
 

M.Z. Sadulaeva1, J.S. Abdinabiev2, S.S. Turdiev1  
1Tashkent State Transport University, Tashkent, Uzbekistan 

2National Research University "TIAME", Uzbekistan 

 

Abstract: This study investigates the state of the instantaneous screw axis (ISA) during the motion of a rigid body. It 

also introduces a method for altering the representation of rigid body motion. The paper demonstrates how 

translational and rotational motion parameters of a rigid body can be expressed as functions of the invariants 

of instantaneous screw motion (ISM). By using these invariants, a more generalized and compact formulation 

of rigid body motion is achieved. The approach helps to describe complex motion behaviors with greater 

clarity and mathematical efficiency. This framework is applicable to a wide range of mechanical and robotic 

systems, offering improved insight into motion analysis and control through ISM-based modeling techniques. 

Keywords: Instantaneous screw axis, invariant description of motion, inverse problem 

 

Мгновенная ось винтового движения твердого тела 
 

Садуллаева М.З.1, Абдинабиев Ж.С.2 , Турдиев С.С.1 
1Tошкентский государственый университет транспорта, Тошкент,  

2Национальный исследовательский университет «ТИАМЭ», Узбекистан 

 

Аннотация: В данной работе исследуется состояние мгновенной оси винта (ISA) во время движения жесткого 

тела. Также вводится метод изменения представления движения жесткого тела. В работе показано, 

как параметры поступательного и вращательного движения жесткого тела могут быть выражены 

как функции инвариантов мгновенного винтового движения (ISM). Использование этих 

инвариантов позволяет получить более обобщенную и компактную формулировку движения 

жесткого тела. Этот подход помогает описать сложное поведение движения с большей ясностью и 

математической эффективностью. Этот подход применим к широкому кругу механических и 

роботизированных систем, предлагая более глубокое понимание анализа движения и управления с 

помощью методов моделирования на основе ISM. 

Ключевые слова: Мгновенная ось винта, инвариантное описание движения, обратная задача 

1. Введение 

В отличие от традиционного представления 

движения в терминах не связанных друг с другом 

перевода и вращения, Гулио Моцци в 1763 году доказал, 

что любое общее движение твердого тела может быть 

описано мгновенной винтовой осью (ISA) [1,2]. Одним 

из применений концепции ISM в кинематике жесткого 

тела является инвариантное описание движения 

жесткого тела, представленное Дж. Шуттером [3]. Дж. 

Анджелес описал автоматическое вычисление винтовых 

параметров движения жесткого тела как для конечного, 

так и для бесконечно удаленного положения [5,6]. 

Глубокое исследование винтового исчисления и его 

приложений в механике в терминах векторного анализа 

представлено в работе [7].  

В данной работе состояние ISA будет определяться 

как функции инвариантов. Кроме того, будет 

рассмотрена проблема перехода между двумя 

различными методами определения движения жесткого 

тела. 

2. Обратная задача  

Движение жесткого тела может быть описано с 

помощью шести независимых инвариантов мгновенного 

винтового движения (ISM) [3]. Выражения для этих 

шести инвариантов (𝑖1−6)) получаются в следующем 

виде [3]:     

𝑖1 = 𝑓1(𝝎), 𝑖2 = 𝑓2(𝝎, 𝒗), 𝑖3 = 𝑓3(𝝎, 𝝎̇),  

𝑖4 = 𝑓4(𝝎, 𝝎̇, 𝒗, 𝒗̇),    𝑖5 = 𝑓5(𝝎, 𝝎̇, 𝝎̈), 

𝑖6 = 𝑓6(𝝎, 𝝎̇, 𝝎̈, 𝒗, 𝒗̇, 𝒗̈),             (2.1) 

где 𝝎 и 𝒗 - векторы угловой и поступательной 

скоростей соответственно.  

В  этом разделе будет рассмотрена обратная  задача 

перехода от инвариантного описания к традиционному 

описанию движения твердого тела. Традиционные 

параметры можно записать как функции инвариантов. В 

зависимости от точки отсчета векторы скорости могут 
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быть найдены из следующих уравнений: 

𝝎 = 𝑖1 ⋅ 𝒆𝒙, 

𝒗 = 𝑖2 ⋅ 𝒆𝒙 + 𝒑 × (𝑖1 ⋅ 𝒆𝒙), 
где 𝒆𝒙  - единичный вектор, 𝒑 - вектор, 

начинающийся из опорной точки и перпендикулярный 

ISA. Радиус-вектор и угловой вектор будут вычислены с 

помощью 

 𝒓(𝒕) = ∫ 𝒗(𝒕)𝒅𝒕 =
𝒕

𝒕𝟎
∫ 𝒊𝟏(𝒕) ⋅ 𝒆𝒙(𝒕)𝒅𝒕
𝒕

𝒕𝟎
, 

𝜽(𝒕) = ∫ 𝝎(𝒕)𝒅𝒕 =
𝒕

𝒕𝟎
∫ [𝒊𝟐(𝒕) ⋅ 𝒆𝒙(𝒕) + 𝒑(𝒕) × (𝒊𝟏(𝒕) ⋅
𝒕

𝒕𝟎

𝒆𝒙(𝒕))]𝒅𝒕.  (2.2) 

Переменные в функциях управления могут быть 

выражены как функции инвариантов с помощью 

уравнений (2.2), и тогда функция управления будет 

функцией инвариантов.  

3. Движение ISA 

Положение ISA можно определить по положению 

точки, находящейся на ISA, и вектору 𝒆𝒙. Без потери 

общности была выбрана центральная точка o (см. рис. 1), 

и ее движение будет рассмотрено ниже. Если положение 

жесткого тела, углы Эйлера и векторы скоростей 

определяются как 

𝜉 = [
𝑥
𝑦
𝑧
] , 𝜂 = [

𝜙
𝜃
𝜓
] , 𝜉
•

= 𝑣 = [
𝑥
•

𝑦
•

𝑧
•

], 

𝜔 = [
1 0 −sin𝜃
0 cos𝜙 cos𝜃sin𝜙
0 −sin𝜙 cos𝜃cos𝜙

]

[
 
 
 𝜙
•

𝜃
•

𝜓
•

]
 
 
 

, 

где x,y,z - координаты опорной точки жесткого тела. 

 

Рис. 1. ISA в декартовой системе координат 

Тогда единичные вектор𝒆𝒙 и 𝒆𝒚 будут определены 

следующим образом:  

𝒆𝒙 =
𝝎

‖𝝎‖
=

[
 
 
 
 
 
 
 
 (𝜙

•

 − 𝜓
•

sin𝜃)

𝛾

(𝜃
•

cos𝜙 + 𝜓
•

cos𝜃sin𝜙)

𝛾

(𝜓
•

cos𝜃cos𝜙 − 𝜃
•

sin𝜙)

𝛾 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

,     

 𝒆𝒚 =
𝝎×𝝎

•

‖𝝎×𝝎
•
‖
,           (3.1) 

Где  

𝛾 = ‖𝝎‖ = √𝜙2
•

+ 𝜃2
•

+ 𝜓2
•

− 2𝜙
•

𝜓
•

sin𝜃, 

 

𝝎̇ = [𝜔̇𝑥 𝜔̇𝑦 𝜔̇𝑧]𝑇,   (3.2) 

 

𝜔𝑥 = 𝜙
••

−𝜓
••

sin𝜃 − 𝜓
•

𝜃
•

cos𝜃, 

𝜔𝑦 = 𝜃
••

cos𝜙 − 𝜃
•

𝜙
•

sin𝜙 + 𝜓
••

cos𝜃sin𝜙 −

𝜓
•

𝜃
•

sin𝜃sin𝜙 + 𝜙
•

𝜓
•

cos𝜃cos𝜙, 

𝜔𝑧 = 𝜓
••

cos𝜃cos𝜙 − 𝜓
•

𝜃
•

sin𝜃cos𝜙 − 𝜓
•

𝜙
•

cos𝜃sin𝜙 −

𝜃
••

sin𝜙 − 𝜃
•

𝜙
•

cos𝜙. 

Положение центральной точки o можно определить 

через  𝜻: 

𝜻 = [𝑥̂  𝑦̂  𝑧̂]𝑇     (3.3) 

где  𝑥̂, 𝑦̂, 𝑧̂ – координаты  o.  

Вектор скорости o состоит из двух составляющих 

скоростей: одна направлена вдоль 𝒆𝒙 и ее значение равно 

𝑖6 (6-й инвариант), а другая - вдоль  𝒆𝒚  и ее значение 

равно  𝑖4 (4-й инвариант). Таким образом, для движения 

o можно записать следующее выражение: 

𝜁 = 𝑖6 ⋅ 𝒆𝒙 + 𝑖4 ⋅ 𝒆𝒚,     (3.4) 

где           

𝑖4 = 𝒆𝒚 ⋅ 𝒑
•
, 

𝑖6 = 𝒆𝒙 ⋅ 𝒑
•
−
𝑑

𝑑𝑡

(𝒆𝒙×𝒆𝒚)⋅𝒑
•
⋅‖𝝎‖2

‖𝝎×𝝎
•
‖

.  (3.5) 

Уравнение (3.4) - это уравнение движения 

центральной точки o. Уравнения (3.1) и (3.4) достаточны 

для определения движения ISA. Теперь ниже 

рассматриваются выражения 𝒊𝟒 и 𝒊𝟔 как функции 

управляющих параметров.  Согласно второму закону 

Ньютона 

𝑚𝒓
••
= 𝑭,   𝑰𝜽

••

= 𝝉,   (3.6) 

Где  𝑭 - полная сила, 𝝉 - полный момент, 𝒎 - масса 

твердого тела, 𝑰- матрица инерции. Известно, что 

𝑭 =
𝑑𝑷

𝑑𝑡
,     𝝉 =

𝑑𝑳

𝑑𝑡
,    (3.7) 

где 𝑷 и 𝑳 - линейный и угловой моменты 

соответственно.  

Уравнения  (3.5)  приобретают вид  
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 𝑖4 = 𝒆𝒚 ⋅ 𝒑
·
=

(𝑳̂×𝝉̂)

‖𝑳̂×𝝉̂‖
⋅
(𝝉̂×𝑷+𝑳̂×𝑭)‖𝑳̂‖

2
−2(𝑳̂×𝑷)⋅(𝑳̂⋅𝝉̂)

𝑚‖𝑳̂‖
4 , 

𝑖6 =
𝑳̂ ⋅ (𝝉̂ × 𝑷)

𝑚‖𝑳̂‖
2  −

𝑑

𝑑𝑡
[
(𝑳̂ × (𝑳̂ × 𝝉̂))

‖𝑳̂ × 𝝉̂‖
2 ⋅

(𝝉̂ × 𝑷 + 𝑳̂ × 𝑭)‖𝑳̂‖
2
− 2(𝑳̂ × 𝑷) ⋅ (𝑳̂ ⋅ 𝝉̂)

𝑚‖𝑳̂‖
3 ], 

Где   𝑳̂ = 𝑰−1𝑳, 𝝉̂ = 𝑰−1𝝉.   Если жестким телом 

является квадрокоптер, то матрица инерции может быть 

записана как 

𝑰 = [

𝐼𝑥 0 0
0 𝐼𝑦 0

0 0 𝐼𝑧

]. 

3. Заключение 

В данном исследовании был проведен тщательный 

анализ движения мгновенной оси винта (ISA) при 

движении жесткого тела и успешно получены 

соответствующие уравнения движения. Значительное 

внимание было уделено формулировке векторов 

скорости в терминах инвариантов, связанных с 

мгновенным движением винта (ISM). Взаимосвязи для 

векторов положения и скорости были получены 

аналитическим путем, что позволило создать четкую 

математическую основу для описания движения 

жесткого тела с использованием принципов ISM. Также 

было показано, что состояние ISA зависит от 4-го и 6-

го инвариантов. 

Полученные результаты показывают, что векторы 

положения и скорости жесткого тела могут быть 

представлены в явном виде через первый и второй 

инварианты ISM, что упрощает анализ и улучшает 

физическое понимание движения. Кроме того, 

выяснилось, что динамическое состояние и ориентация 

ISA определяются в основном четвертым и шестым 

инвариантами. Это позволяет глубже понять роль, 

которую играют эти инварианты в общей 

характеристике движения системы. Представленные 

результаты способствуют разработке более 

обобщенного и эффективного метода моделирования и 

анализа движения жесткого тела, особенно в системах, 

включающих сложные механические взаимодействия 

или требующих высокой точности, таких как 

робототехника, биомеханика и аэрокосмические 

механизмы. 
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