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On the geometry of nodal sets of eigenfunctions of fractional powers of the 

laplace operator 
 

D. Ibrohimova1 
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Abstract: This work studies the geometric properties of eigenfunctions of fractional powers of the self-adjoint Laplace 

operator. The sturucture of nodal domains bounded by nodal surfaces, on which the eigenfunction vanishes, 

is investigated. The behavior of these nodal domains is analyzed depending on the eigenvalue. The paper 

derives estimates showing that the width of the nodal domain decreases as the eigenvalue increases. From 

these estimates, it follows that the width of the nodal domain tends to zero as the eigenvalue increases. 
Keywords: Laplace operator, eigenfunctions, spectral decomposition, nodal sets of eigenfunctions 

 

О геометрии узловых множеств собственных функций дробных степеней 

оператора лапласа 
 

Ибрагимова Д.1 
1Ташкентский государственный транспортный университет, Ташкент, Узбекистан 

 

Аннотaция: В работе изучаются геометрические свойства собственных функций дробных степеней 

самосопряжённого оператора Лапласа. Исследуется структура узловых областей, ограниченных 

узловыми поверхностями, т. е. поверхностями, на которых собственная функция обращается в нуль. В 

работе получена оценка ширины узловой области в зависимости от собственного значения. Из этой 

оценки следует, что с увеличением собственного значения ширина узловой области стремится к нулю. 

Ключевые 

слова: 
Оператора Лапласа, собственные функции, спектральные разложение, узловые множества 

собственных функции. 

1. Введение 

Изучение геометрии узлов собственных функций 

эллиптических дифференциальных операторов является 

одной из актуальных проблем. Особенность узлов 

собственных функций оператора Лапласа впервые 

обнаружил немецкий математик изучал Э. Ф.Хладни. 

Он насыпал частицы песка на колеблющуюся 

металлическую пластину и систематически изучал их 

положение. Л. Рэлей в своем классическом труде 

«Теория звука» показал, что узлы собственных функции 

изменяются в зависимости от формы областей. [1]. В 

данной работе исследуется геометрическа свойства 

собственных функции оператора Лапласа. 

2. Метод 

В данной работе применена метод Ильина В. А и 

Алимова Ш.А. Основной метод базируется формулы 

среднего значения для собственных функции. 

Рассмотрим в 𝛺 ⊂ 𝑅𝑛 области произвольно-

положительные, определенные, самосопряженное 

расширение оператора 𝐴 Лапласа −𝛥. Спектральное 

разложение оператора 𝐴 имеет вид 

𝐴 = ∫ 𝜆𝑑𝐸𝜆
∞

0
. 

Согласно теореме Л.Гординга [3], оператор 

разложения единицы 𝐸𝜆является интегральным: 

𝐸𝜆𝑓(𝑥) = ∫ 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜆)𝛺
𝑓(𝑦)𝑑𝑦.          

Ядро 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜆) данного оператора, которое 

называются спектральной функцией оператора  𝐴, 

может быть продифференцировано по некоторой 

спектральной мере 𝜌(𝜆), т.е.   представимо в виде 

𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜆) = ∫ 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝜆

0
𝑑𝜌(𝑡). 

Плотность спектральной функции 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝜆) 

разлагается в билинейный ряд  

𝜂(𝑥, 𝑦, 𝜆) = ∑𝑤𝑘(𝑥, 𝜆)𝑤𝑘( 𝑦, 𝜆)

𝑚𝜆

𝑘=1

, 

с некоторой кратностью 𝑚𝜆 ≤ +∞. Каждая 

обобщённая собственная функция 𝑤𝑘(𝑥, 𝜆) 

удовлетворяет уравнению 

𝐴𝑤𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑤𝑘( 𝑥, 𝜆). 

С физической точки зрения собственная функция, 

принадлежащая 𝐿2(𝛺), описывает связанное состояние 
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системы, а соответствующее собственное значение 

является энергией данного связанного состояния. Если 

же обобщённая собственная функция не принадлежит 

𝐿2(𝛺), то она соответствует резонансу [1].  

Формула среднего значения для собственных 

функций оператора Лапласа. Пусть  функция 𝜗(𝑥, 𝜆) 

является произвольным решением уравнения Лапласа 

𝛥𝜗(𝑥, 𝜆) + 𝜆𝜗(𝑥, 𝜆) = 0.  (1) 

Тогда имеет место следующая формула среднего 

значения 

∫ 𝜗(𝑥 + 𝑟𝜃, 𝜆)𝑑𝑥 =
𝜃

   (2) 

= (2𝜋)𝑛/2𝜗(𝑥, 𝜆)(𝑟√𝜆)1−𝑛/2𝐽𝑛/2−1(𝑟√𝜆)) 

где 𝐽𝜈(𝑧)функция Бесселя порядка 𝜈, интеграл, 

стоящий в правой части равенства (2) от функции 𝜗(𝑥, 𝜆) 

по единичной сфере.  Формула (2) называется формулой 

среднего значения функции 𝜗(𝑥, 𝜆) в точке 𝑥. Эта 

формула доказана в книге [2] 

Узловые множества собственных функций 

оператора Лапласа 

Определение. Множество 𝑁𝜆 = {𝑥 ∈𝛺: 𝜗(𝑥, 𝜆) = 0} 

называется узловым множеством функции 𝜗(𝑥, 𝜆). 

Фиксируем число 𝜆 и рассмотрим произвольную 

собственную функцию отвечающую собственной 

функции 𝜗(𝑥, 𝜆). Пусть 𝑁𝜆соответствующее узловое 

множество. Тогда узловое множество 𝑁𝜆разбивает 

область 𝛺на несколько частей. Мы обозначим через 

𝑚𝜆число этих частей.  В каждой этой части функция 

𝜗(𝑥, 𝜆) сохраняет свой знак. Ясно, что с увеличением 

значения 𝜆, значения 𝑚𝜆тоже увеличивается.  Теорема 

(Куранта [4]). 𝑛 -я собственная функция может иметь 

не более 𝑛 узловых узловых областей. Формула  (2) 

позволяет определить распределение узловых множеств 

𝑁𝜆 по областям 𝛺. Пусть  𝑥 ∈ 𝛺𝜆 = 𝛺\𝑁𝜆. Тогда 

существуют окрестности точки 𝑥такие, что 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂

𝛺𝜆. Для доказательства этого утверждения 

воспользуемся формулой Вебера (2).  Пусть в точке 

функция 𝜗(𝑥, 𝜆) > 0. Пусть  𝜌𝑛- наименьший 

положительный корень уравнения 

𝐽𝑛/2−1(𝜌) = 0, 

где 𝐽𝜈(𝑧)- функция Бесселя 𝜈 −порядка. 

Выберем число 𝑟0 > 0 так, чтобы 𝑟0√𝜆 < 𝜌. Так что 

функция 𝐽𝑛/2−1(𝑟√𝜆) > 0 при любом значении 0 < 𝑟 <

𝑟0. В таком случае из (2)  следует, что при любом    

∫𝜗(𝑥 + 𝑟𝜃, 𝜆)𝑑𝑥 > 0.
𝜃

 

Тогда  

∫ 𝜗(𝑦, 𝜆) 𝑑𝑦 =∫ 𝜏𝑁−1(∫ 𝜗(𝑥 + 𝜏𝜃, 𝜆)𝑑𝜃𝜃
)𝑑𝜏

𝑟

0

∫

| 𝑦 −𝑥 |<𝑟
. 

Из непрерывности функции 𝜗(𝑥, 𝜆) при малых 

значениях 𝑟 > 0 существует хотя бы одна точка 𝑦, 𝑦 ∈

𝐵(𝑥, 𝑟) в которой 𝜗(𝑦, 𝜆) > 0.  

Для любого 𝛼 > 0определим оператор 

𝐴𝛼 = ∫ 𝜆𝛼
∞

0
𝑑𝐸𝜆. 

Так как  

𝐴𝛼𝑤𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝜆
𝛼𝑤𝑘(𝑥, 𝜆),   (3) 

То обобщённые собственные функции  

𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝑤𝑘( 𝑥, 𝜆
1/𝛼). 

При этом выполняется равенство 

𝐴𝛼𝑢𝑘(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑢𝑘(𝑥, 𝜆).   (4) 

В настоящей главе изучаются геометрические 

свойства узловых областей собственных функций 

оператора 𝐴𝛼. 

Основным результатом данной работы является 

следующая теорема. 

Теорема. Узловые области собственной функции 

𝑢(𝑥, 𝜆) оператора 𝐴𝛼 не могут содержать шар радиуса 

𝑅 > 𝜌𝑛𝜆
−
1

2𝛼. 

Доказательство. Предположим, что найдется шар 

𝐵(𝑥, 𝑅), где 𝑅 > 𝜌𝑛𝜆
−
1

2𝛼, лежащий целиком внутри 

некоторой узловой области собственной функции 

𝑢𝑘(𝑥, 𝜆), в которой эта функция положительна. 

Тогда шар 𝐵(𝑥, 𝑟)где 𝑟 = 𝜌𝑛𝜆
−
1

2𝛼, лежит строго 

внутри данной узловой области. 

По формуле Вебера 

∫ 𝑢𝑘(𝑥 + 𝑟𝜃, 𝜆)𝜙
𝑑𝜙 ==

𝑢𝑘(𝑥, 𝜆)(2𝜋)
𝑛/2(𝑟𝜆1/(2𝛼))𝐽𝑛/2−1(𝑟𝜆

1/(2𝛼)). (5) 

Из выбора 𝑟 следует, что правая часть равна нулю. 

Но это противоречит тому, что интеграл в левой части 

положителен. 

Замечание. И теоремы 1 следует, что с увеличением 

спектрального параметра узловые области приобретают 

вид узких полос, ширина которых, независимо от их 

числа, стремится к нулю. 

3. Вывод 

Изучение геометрии узлов собственных функций 

имеет большое применение при решении задач 

математической физики. Это позволяет проводить 

глубокий анализ явлений распространения волн и 

диффузии. 
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