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Models of random processes with particle interaction 
 

Zh. Azimov1, A. Turaev1 
1Tashkent State University of Transport, Tashkent, Uzbekistan 

 

Abstract: Many scientific and practical studies conducted on a global scale, in most cases, are reduced to the problems of 

studying branching random processes. The theory of branching random processes with particle interaction 

studies the laws of evolution of a population of particles, in which the reproduction of new particles occurs 

through the interaction of several particles already existing in the population. Branching processes with particle 

interaction are of great importance in scientific fields such as demography, medicine, chemistry, biology, as well 

as genetic coding and population management. In the paper, we investigate the asymptotic behavior of branching 

random processes with interaction of particles. A direct equation is obtained for the generating function of the 

process  . Also, a limit theorem for the moment of the  -th order of branching random process with interaction 

of particles is obtained. 
Keywords: Model, random process, Markov branching process, generating function, critical process, probability of 

degeneration, formula of complete probability, Leibniz formula, Kolmogorov equation. 

 
Модели случайных процессов с взаимодействием частиц 

 

Азимов Ж.1, Тураев А.1 
1Tашкентский государственный транспортный университет, Taшкент, Узбекистан 

 

Аннотация. Многие научно-практические исследования, проводимые в мировом масштабе, в большинстве 

случаев сводятся к задачам изучения ветвящихся случайных процессов. Теория ветвящихся 

случайных процессов с взаимодействием частиц исследует законы эволюции популяции частиц, в 

котором, размножения новых частиц происходит взаимодействии нескольких уже существующих 

в популяции частиц. Ветвящиеся процессы с взаимодействием частиц имеют важное значение в 

научных областях, таких как демография, медицина, химия, биология, а также генетического 

кодирования и управления популяцией. В статье проведено исследование асимптотического 

поведения ветвящихся случайных процессов с взаимодействием частиц. Получено прямое 

уравнение Колмогорова для производящей функцией процесса  . Также получена предельная 

теорема для момента  -го порядка ветвящегося случайного процесса с взаимодействием частиц 
Ключевые слова: Модель, случайный процесс, Mарковский ветвящиеся процесс, ветвящегося процесса, 

производящая функция, критический процесc, вероятность вырождения, формула полной 

вероятности, формула Лейбница, уравнение Колмогорова. 

1. Введение 

Рассматривается модель ветвящихся случайных 

процессов с непрерывным временем и с 

взаимодействием частиц. Как известно, в обычных 

ветвящихся случайных процессах (в.с.п.) 

Предполагается, что частицы размножаются независимо 

друг от друга. Однако, во многих реальных процессах 

рождение новых частиц происходит при 

взаимодействии нескольких уже существующих частиц. 

В этом случае используемый обычно аппарат 

производящих функций может применяться 

ограниченно и не дает значительных результатов. 

Ветвящиеся процессы с взаимодействием частиц в 

общей постановке были введены б.а.севастьяновым в [1] 

и изучались в работах [2]-[5]. В работе а.в.калинкина [4] 

дается общий обзор марковских ветвящихся процессов 

с взаимодействием, а в работе и.с.бадалбаева, 

а.в.дряхлова [5] рассматриваются процессы с парными 

взаимодействиями частиц и установлено 

экспоненциальное убывание вероятности продолжения 

процесса.  

 Предмет исследования и постановка 

задачи 

Рассмотрим ветвящийся процесс {𝜇(𝑡), 𝑡 ≥ 0} с 

одним типом частиц и взаимодействием 𝑘 частиц. Пусть 

𝜇(𝑡) – число частиц в момент времени 𝑡 ветвящегося 

процесса с взаимодействием, в котором размножение 

частиц происходит следующем образом. В момент 

времени 𝑡 любые 𝑘 частиц могут превратиться в 𝑗 ≠ 𝑘 

частиц, и переходные вероятности процесса  

𝑃𝑖𝑗(𝑡) = 𝑃{𝑍(𝑡) = 𝑗|𝑍(0) = 𝑖} 

определяются формулами (при t → 0, k2 – целое) 

𝑃𝑖𝑗(𝑡) = 𝛿𝑖𝑗 + 𝑖𝑝𝑗−𝑖+𝑘𝑡 + о(𝑡), 

𝑖 ≥ 𝑘, 𝑗 ≥ 𝑖 − 𝑘 

𝑃𝑖𝑗(𝑡) = 𝛿𝑖𝑗 , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 

𝑃𝑖𝑗(𝑡) = о(𝑡), 𝑗 < 𝑖 − 𝑘, 

где  

𝑝𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 0,1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 + 1, . . ., 
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𝑝𝑘 < 0, 

∑𝑝𝑗 = 0

∞

𝑗=0

, 

𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.  

Процесс {𝜇(𝑡), 𝑡 ≥ 0} имеет k поглощающих 

состояний {0, 1, …, k-1}. Подобная модель 

рассматривалась в работах [6] и [7], где были найдены 

вероятности вырождения процесса. В работе [8] 

рассмотрена модель процесса с взаимодействием и 

миграцией частиц. 

2. Результаты и их обсуждения 

Основными результатами настоящей работы 

являются предельная теорема для числовых 

характеристик и установление функционального 

соотношение для производящейся функции ветвящихся 

процессов с взаимодействием частиц. При этом не 

ограничивая общности, можно предполагать, что 

процесс начинается с k частиц. 

Введем производящие функции (п.ф.) 

𝑓(𝑠) =∑𝑝𝑗𝑠
𝑗

∞

𝑗=0

, 𝐹(𝑡, 𝑠) =∑𝑃(𝜇(𝑡) = 𝑗)𝑠𝑗
∞

𝑗=0

, 

Теорема 1. Производящая функция F(t,s) 

удовлетворяет при |s|1 линейному дифференциальному 

уравнению в частных производных 

𝜕𝐹(𝑡,𝑠)

𝜕𝑡
=
𝑓(𝑠)

𝑠𝑘−1
(
𝜕𝐹(𝑡,𝑠)

𝜕𝑠
− ∑ 𝑖𝑃(𝜇(𝑡) = 𝑖)𝑠𝑖−1𝑘

𝑖=1 ) (1) 

с начальным условием F(0,s)=sk. 

Теперь будем предполагать, что выполняются 

условия 

𝑓′(1) = 0,0 < 𝑓"(1) = 2𝑏 < ∞,                 (2) 

условие, как и в обычном случае, определяющее 

критический процесс. 

 Обозначим 

𝑞̄ = ∑ 𝑖𝑞𝑖
𝑘−1
𝑖=1 , 

где  𝑞𝑖-вероятности вырождения процесса (𝑖 =
0,1,2, . . . , 𝑘 − 1). 

Теорема 2. Пуст момент 𝑚𝑛(𝑡) = 𝐸𝜇𝑡
𝑛 существует 

для некоторого 𝑛 ≥ 1. Если выполняется условие (2), то 

при 𝑡 → ∞ 

𝑚1(𝑡) → 𝑘, 

𝑚𝑛(𝑡) ∼ (𝑘 − 𝑞̄)𝑛! (𝑏𝑡)
𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.  

Доказательство основных результатов. 

Доказательство теоремы 1. По формуле полной 

вероятности, 

𝐹(𝑡, 𝑠) = ∑ 𝑃(𝜇𝑡−𝜏 = 𝑖)
∞
𝑖=0 ∑ 𝑠𝑗𝑃(

𝜇𝑡=𝑗

𝜇𝑡−𝜏=𝑖
)∞

𝑗=0 = =

∑ 𝑃(𝜇𝑡−𝜏 = 𝑖)𝑠
𝑖𝑘−1

𝑖=0 + 

+∑𝑃(𝜇𝑡−𝜏 = 𝑖)

∞

𝑖=𝑘

∑ 𝑠𝑗(𝛿𝑖𝑗 + 𝑖𝑝𝑗−𝑖+𝑘𝜏 + 𝑜(𝜏))

∞

𝑗=𝑖−𝑘

= 

=∑𝑃(𝜇𝑡−𝜏 = 𝑖)𝑠
𝑖

∞

𝑖=0

+ 

+∑𝑃(𝜇𝑡−𝜏 = 𝑖)

∞

𝑖=𝑘

∑ 𝑖𝑠𝑗−𝑖+𝑘𝑝𝑗−𝑖+𝑘𝜏 + 𝑜(𝜏)

∞

𝑗=𝑖−𝑘

= 

= 𝐹(𝑡 − 𝜏, 𝑠) +
𝜏

𝑠𝑘−1
∑𝑖𝑃(𝜇𝑡−𝜏 = 𝑖)𝑠

𝑖−1𝑓(𝑠)

∞

𝑖=𝑘

+ 𝑜(𝜏), 

при 𝜏 → 0 получаем утверждение теоремы. 

Доказательство теоремы 2. Продифференцируем обе 

стороны уравнения (1) по 
𝜕𝑛

𝜕𝑠𝑛
 и воспользуемся формулой 

Лейбница: 

𝜕 ∑ 𝐶𝑛
𝑖 (𝑠𝑘−1)(𝑖)𝐹(𝑛−𝑖)(𝑡, 𝑠)𝑛

𝑖=0

𝜕𝑡
= 

= ∑ 𝐶𝑛
𝑖𝑓𝑠
(𝑖)𝑛

𝑖−2 [
𝜕(𝑛−𝑖+1)𝐹

𝜕𝑠𝑛−𝑖+1
− ∑ 𝑗𝑃(𝜇𝑡 = 𝑖)𝑠

𝑚𝑎𝑥(𝑗−𝑖,0)𝑘−1
𝑗=1 ]. 

Последовательно получаем при 𝑠 = 1 
𝜕

𝜕𝑡
(𝑚1(𝑡) + 𝑘 − 1) = 0 

откуда 

𝑚1(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑚1(0) = 𝑘. 
Далее, аналогично 

𝜕

𝜕𝑡
(𝑚2(𝑡) + 2(𝑘 − 1)𝑚1(𝑡)) = 

= 2𝑏(𝑚1(𝑡) −∑ 𝑖𝑃(𝜇𝑡 = 𝑖)

𝑘−1

𝑖=1

) 

откуда при 𝑡 → ∞ 

𝑚2(𝑡) ∼ 2𝑏(𝑘 − 𝑞̄)𝑡. 
Далее, по индукции, если доказано, что  

𝑚𝑛−1(𝑡) ∼ (𝑘 − 𝑞̄)(𝑛 − 1)! (𝑏𝑡)
𝑛−2, 

то 
𝜕(𝑚𝑛(𝑡) + 𝑛(𝑘 − 1)𝑚𝑛−1(𝑡))

𝜕𝑡
∼ 𝐶𝑛

2𝑓″(1)𝑚𝑛−1(𝑡) 

откуда 

𝑚𝑛(𝑡) ∼ 2𝑏
𝑛(𝑛 − 1)

2
(𝑘 − 𝑞̄)(𝑛 − 1)! 𝑏𝑛−2∫ 𝜏𝑛−2𝑑𝜏

𝑡

0

∼ 

∼ (𝑘 − 𝑞̄)𝑛! (𝑏𝑡)𝑛−1. 

3. Заключение 

Проведено исследование асимптотического 

поведения ветвящихся случайных процессов с 

взаимодействием частиц. Получено прямое уравнение 

Колмогорова для производящей функцией процесса 
{𝜇(𝑡), 𝑡 ≥ 0}. Также получена предельная теорема для 

момента 𝑛 -го порядка ветвящегося случайного 

процесса с взаимодействием частиц. 
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