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Coefficients of the weighting optimal quadrature formula in the Sobolev space 
 

F.I. Davlatova1, S.T. Tuychieva1 
1Tashkent State University of Transport, Tashkent, Uzbekistan 

 

Abstract: In this paper, an optimal quadrature with weight in the Sobolev space is constructed for  . The optimal 

coefficients of the constructed weight quadrature formula were found in the form of an analytical formula 

using the Sobolev method. 
Keywords: optimal quadrature formula, extremal function, optimal coefficients, the error of the quadrature formula, 

the error functional, oscillating function. 

 

Коэффициенты весовой оптимальной квадратурной формулы в 

пространстве соболева 
 

Давлатова Ф.1, Туйчиева С.1  
1Tашкентский государственный транспортный университет, Taшкент, Узбекистан 

 

Аннотация: В данной работе строится оптимальная квадратура с весом   в пространстве Соболева при  . 

Оптимальные коэффициенты построенной весовой квадратурной формулы были найдены в виде 

аналитической формулы с использованием метода Соболева. 

Ключевые слова: оптимальная квадратурная формула, экстремальная функция, оптимальные коэффициенты, 

погрешность квадратурной формулы, функционал погрешности, осциллирующая функция. 

1. Введение 

В настоящее время во всем мире приобретает все 

большее значение построение оптимальных 

квадратурных формул при приближенном вычислении 

сильно осциллирующих интегралов. 

Одной из важнейших задач вычислительной 

математики является построение оптимальных 

квадратурных формул дифференцируемых функций в 

различных пространствах для приближенного 

вычисления сильно осциллирующих интегралов. 

Построение оптимальных (в определенном смысле) 

методов приближенного вычисления интегралов сильно 

осциллирующих функций — интересная и важная 

область компьютерной технологии и математики, 

поскольку много важных задач, решаемых на практике 

(например, цифровая обработка сигналов, обработка 

изображений, радиолокация, медицинская электроника, 

компьютерная томография и т. д.) требуют вычисления 

таких интегралов. В нашей работе мы также 

рассматриваем построение оптимальных квадратурных 

формул для приближенного вычисления сильно 

осциллирующих интегралов. 

2. Методы 

Предположим, что производная первого порядка 

функций 𝜑(𝑥) абсолютно непрерывна, интегрируется по 

квадрату производной второго порядка и является 

комплекснозначными функциями с действительными 

аргументами. 

Этот набор функций образует гильбертово 

пространство 𝐿2
(2)
(0,1). Скалярное произведение  двух 

функций 𝜑 и 𝜓в этом пространстве определяется 

равенством 

⟨𝜑, 𝜓⟩ = ∫ 𝜑′′
1

0
(𝑥) 𝜓′′(𝑥)𝑑𝑥,   (1) 

где 𝜓 является сопряженной функцией к функции - 

𝜓 и  𝜑 норма функции соответственно определяется 

формулой  

‖𝜑|𝐿2
(2)
(0,1)‖

2
= ⟨𝜑, 𝜑⟩ = ∫ 𝜑′′(𝑥)𝜑′′(𝑥)

1

0
𝑑𝑥. (2) 

В этом пространстве рассмотрим квадратурную 

формулу с производными следующего вида 

∫ 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥
1

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥 ≅ 

≅ ∑ 𝑑0[𝛽]
𝑁
𝛽=0 𝜑(ℎ𝛽) + ∑ 𝑑1[𝛽]

𝑁
𝛽=0 𝜑′(ℎ𝛽), (3) 

где, 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥- весовая функция, [𝛽] = (ℎ𝛽), ℎ = 1/𝑁, 
𝑁 - натуральное число, 𝑖2 = −1, 𝜔ℎ ∈ ℤ,𝜔 ≠ 0, 𝑑0[𝛽], 
𝑑1[𝛽] −

 
(3) коэффи-циенты квадратурной формулы, т.е. 

𝑑0[𝛽] коэффициенты в пространстве 𝐿2
(1)
(0,1)

   
точные 

для произвольного постоянного числа 𝜔ℎ ∈ ℤ, 𝜔 ≠ 0 

вида 

∫ 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥
1

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≅ ∑𝑑0[𝛽]

𝑁

𝛽=0

𝜑(ℎ𝛽) 
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оптимальные коэффициенты квадратурной 

формулы, то есть 

𝑑0[0] = −
1

2𝜋𝑖𝜔
, 

𝑑0[𝛽] = 0, 𝛽 = 1,𝑁 − 1,    (4) 

𝑑0[𝑁] =
1

2𝜋𝑖𝜔
. 

А коэффициенты 𝑑1[𝛽] из
 

(3) неизвестные 

коэффициенты квадратурной формулы. 

Разница между суммами интеграла и квадратуры 

(ℓ, 𝜑) = ∫ ℓ(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

= ∫ 𝑒2𝜋𝜔𝑖𝑥𝜑(𝑥)𝑑𝑥 −
1

0

 

−∑ 𝑑0[𝛽]
𝑁
𝛽=0 𝜑(ℎ𝛽) − ∑ 𝑑1[𝛽]

𝑁
𝛽=0 𝜑′(ℎ𝛽)  (5) 

называется погрешностью квадратурной формулы 

(3). Этой погрешности соответствует следующий 

функционал погрешности: 

ℓ(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝜔𝑥𝜀[0,1](𝑥) − −∑ 𝑑0[𝛽]
𝑁
𝛽=0 𝛿(𝑥 − ℎ𝛽) +

∑ 𝑑1[𝛽]
𝑁
𝛽=0 𝛿′(𝑥 − ℎ𝛽), (6) 

где 𝜀[0,1](𝑥) − характеристическая функция отрезка 

[0,1], 𝛿(𝑥) − дельта-функция Дирака. 

Функционал погрешности ℓ квадратурной формулы 

(3) является линейным функционалом, принадлежащим 

совместному пространству 𝐿2
(2)∗
(0,1). Так как, 

функционал погрешности ℓ определен в пространстве 

𝐿2
(2)
(0,1), должны быть выполнены следующие условия 

(ℓ, 𝑥𝛼) = 0, 𝛼 = 0,1. 
Нам известно, что на основе неравенства Коши-

Шварца (3) абсолютное значение погрешности 

квадратурной формулы 𝜑 оценивается сверху с 

помощью произведения норм функции и функционала 

погрешности ℓ 

|(ℓ, 𝜑)| ≤ ‖ℓ|𝐿2
(2)∗
(0,1)‖ ⋅ ‖𝜑|𝐿2

(2)
(0,1)‖. 

Из неравенства Коши-Шварца видно, что 

абсолютное значение погрешности квадратурной 

формулы (3) для элемента 𝜑 принадлежащего 

пространству 𝐿2
(2)
(0,1) оценивается нормой 

функционала погрешности  ℓ в совместном 

пространстве 𝐿2
(2)
(0,1). 

Норма функционала погрешности ℓ зависит от 

коэффициентов 𝑑0[𝛽], 𝑑1[𝛽]. 
Задача нахождения минимума коэффициентов при 

фиксированных узлах нормы функционала погрешности 

ℓ называется задачей Сарда, а полученная формула — 

оптимальной квадратурной формулой в смысле 

Сарда. 

Основной целью данной работы является решение 

задачи Сарда для квадратурных формул вида (3) в 

пространстве 𝐿2
(2)
(0,1) методом С.Л. Соболева, т.е. 

нахождение коэффициентов 𝑑1[𝛽] (если таковые 

имеются) при  

‖ℓ
∘

|𝐿2
(2)∗
(0,1)‖ := 𝑖𝑛𝑓

𝑑1[𝛽]
‖ℓ|𝐿2

(2)∗
(0,1)‖ 

для заданных коэффициентов 𝑑0[𝛽]. 

Поэтому для построения оптимальных 

квадратурных формул вида (3) в смысле Сарда в 

пространстве  𝐿2
(2)
(0,1) необходимо решить следующие 

задачи. 

Задача 1. Найти вид нормы функционала 

погрешности ℓ квадратурной формулы вида (3) в 

пространстве 𝐿2
(2)∗
(0,1). 

Задача 2. Найти коэффициенты 𝑑1[𝛽], дающие 

минимальное значение найденной норме. 

Найденные коэффициенты 𝑑1[𝛽] назы-ваются 

оптимальными коэффициентами квадратурной 

формулы (3) и обозначаются как 𝑑1
∘

[𝛽], 

соответствующий коэффициенту 𝑑1
∘

[𝛽] функционал 

погрешности ℓ
∘

 называется функционалом 

погрешности соответст-вующий оптимальной 

квадратурной формуле, а квадратурная формула 

называется оптимальной квадратурной формулой. 

3. Результаты и обсуждение 

Этими задачами в различных пространствах 

занимались в работах [ 4-6].  

Следует отметить, что впервые в работе [3] была 

построена квадратурная формула для приближенного 

вычисления быстро-осцилирующих интегралов. 

Основная цель нашей работы заключается в 

получении результатов вида (3) в смысле Сарда для 

коэффициентов оптимальной квадратурной формулы.  
Теорема. При 𝜔ℎ ∈ ℤ и 𝜔 ≠ 0 коэффициенты 

оптимальной квадратурной формулы вида (3) в смысле 

Сарда пространства 𝐿2
(2)
(0,1) имеют следующий вид: 

𝑑0[0] = −
1

2𝜋𝑖𝜔
, 

𝑑0[𝛽] = 0, 𝛽 = 1,𝑁 − 1, 

𝑑0[𝑁] =
1

2𝜋𝑖𝜔
, 

𝑑1[0] = −
1

(2𝜋𝜔)2
, 

𝑑1[𝛽] = 0, 𝛽 = 1,𝑁 − 1, 

𝑑1[𝑁] =
1

(2𝜋𝜔)2
. 

                       

 

4. Заключение 

В данной работе для приближенного вычисления  

интегралов от сильно осциллирующих функций  

построена оптимальная квадратурная формула с  

производными в пространстве комплекснозначных 

функций интегрируемая с квадратом производной 

второго порядка.  

То есть, с помощью экстремальной функции найден 

квадрат нормы функционала погрешности 

рассматриваемой квадратурной формулы. 

Минимизируя нормы этого функционала погрешности 

по коэффициентам была построена функция Лагранжа и 

получена система типа Винера-Хопфа. Путем решения 
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этой системы с помощью дискретного аналога 

дифференциального оператора было найдено 

аналитическое представление оптимальных 

коэффициентов. 
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