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Quadratic stochastic operators as operators describing Fisher's generalized 

model 
 

O. Anorov1, F. Sultanova1 
1Tashkent State transport University, Tashkent, Uzbekistan 

 

Abstract: This article explores the modeling of biological processes using dynamic models. In particular, it highlights the 

importance of dynamic models in population genetics. To enable a more precise mathematical analysis, the use 

of quadratic stochastic operators (QSO) is introduced. The paper also examines the role of QSO in the 

generalized Fisher model and analyzes their mathematical properties. It is demonstrated that QSO serve as a 

well-founded tool for the stable mathematical modeling of genetic processes within populations. Special 

attention is given to the fundamental definitions of QSO, their properties, and their application within the model. 
Keywords: population, genetics, dynamic model, Fisher model, genotype, quadratic stochastic operator, distribution 

vector, vector space, fixed point. 

 

Kvadratik stoxastik operatorlar Fisherning umumlashgan modelini 

tavsiflovchi operatorlar sifatida 
 

Anorov O.1, Sultanova F.1  
1Toshkent davlat transport universitetiti, Toshkent, O‘zbekiston 

 

Аnnotatsiya: Ushbu maqolada dinamik modellar orqali biologik jarayonlarni tasvirlangan. Aynan dinamik modellarni  

populyatsiya genetikasidagi ahamiyati haqida ma’lumotlar berilgan. Matematik jihatdan aniqroq tahlil qilish 

maqsadida kvadratik stoxastik operatorlardan foydalanish tartibi kiritilgan. Shuningdek, maqolada kvadratik 

stoxastik operatorlarning umumlashgan Fisher modelidagi roli ko‘rib chiqilgan, ularning matematik 

xususiyatlari tahlil qilingan. Kvadratik stoxastik operatorlarni populyatsiyadagi genetik jarayonlarni 

matematik jihatdan barqaror tarzda modellash imkonini beruvchi asosli operatopligi ko‘rsatib o‘tilgan. 

Maqolada kvadratik stoxastik operator (k.s.o.)larning asosiy ta’riflari, matematik xususiyatlari va modelda 

qo‘llanilishi tahlil qilingan. 

Кalit so’zlar: populyatsiya, genetika, dinamik model, Fisher modeli, genotip, kvadratik stoxastik operator, taqsimot vektori, 

vektor fazo,  qo‘zg‘almas nuqta. 

1. Kirish 

Biologiya va matematik modellashda turli jarayonlarni 

tasvirlash uchun dinamik modellar muhim ahamiyat kasb 

etadi. Ushbu modellar populyatsiya genetikasida, ayniqsa 

Fisherning mashhur modelida keng qo‘llaniladi. Bu model 

populyatsiyada allellar proporsiyasining vaqt davomida 

o‘zgarishini tasvirlaydi. Bunday modellarni kengaytirish va 

ularni matematik jihatdan aniqroq tahlil qilish maqsadida 

kvadratik stoxastik operatorlardan foydalanish samarali 

hisoblanadi. Mazkur maqolada kvadratik stoxastik 

operatorlarning umumlashgan Fisher modelidagi rolini 

ko‘rib chiqamiz, ularning matematik xususiyatlari tahlil 

qilinadi hamda modelni qanday tavsiflashini ko‘rsatuvchi 

misollar keltiriladi. Kvadratik stoxastik operatorlar 

haqida umumiy ma’lumot. Ta’rif: Kvadratik stoxastik 

operatorlar (k.s.o.) – bu shunday operatorlarki, ular vektor 

fazosidagi har qanday vektorni boshqa vektorga moslab, 

ayrim shartlarga rioya qilgan holda o‘zgartiradi. Aholida 𝑚 

ta genotip mavjud deb olamiz va ularning taqsimoti vektor 

orqali quyidagicha ifodalanadi: 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), bunda 

𝑥𝑖 ≥  0  va  ∑𝑥𝑖 =1. Kvadratik stoxastik operator (k.s.o.) 

quyidagicha aniqlanadi: 𝑉(𝑥)𝑘 = ∑ 𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑖𝑗 , bunda har 

qanday 𝑖, 𝑗 uchun 𝑃𝑖𝑗,𝑘 ≥ 0 va ∑ 𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 1𝑘  . 

Biologiyada qo‘llanilishi. Kvadratik stoxastik 

operatorlar (k.s.o.) populyatsiya genetikasida turli juftliklar 

orqali avlodda qaysi genotip qancha ehtimol bilan paydo 

bo‘lishini modeli sifatida qo‘llaniladi. Ular orqali 

populyatsiyadagi genetik tarkibning vaqtinchalik dinamikasi 

tahlil qilinadi. Fisher modelining umumlashmasi va 

(k.s.o.) kvadratik stoxastik operator. Fisherning modeliga 

ko‘ra, populyatsiyada eng ko‘p moslashgan individlar 

ko‘proq ko‘payishga moyil bo‘ladi. Umumlashgan modelda 

nafaqat genotiplar, balki ularning juftlikdagi o‘zaro ta’siri 

ham hisobga olinadi. Bu esa kvadratik stoxastik operatorlar 

orqali ifodalanadi. Masalan, agar 𝑓𝑖 − 𝑖 -genotipning fitnesi 

bo‘lsa, u holda yangi taqsimot: 𝑥𝑖
′ =

𝑥𝑖𝑓𝑖

∑𝑥𝑗𝑓𝑗
shaklida bo‘ladi. 

Umumlashtirilganda, juftlik fitneslari ham qo‘shilib, 

dinamika kvadratik stoxastik operator (k.s.o.) orqali berilgan 

formaga o‘tadi. 
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2. Matematik tahlil va misollar 

Teorema: Agar 𝑃𝑖𝑗,𝑘 matritsasi simmetrik va stoxastik 

bo‘lsa, u holda kvadratik stoxastik operator (k.s.o.) 

populyatsiyadagi umumiy taqsimotni saqlaydi. 

Isbot: Har qanday 𝑥 ∈ 𝑆𝑛−1 uchun: 

𝑉(𝑥)𝑘 =∑∑𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗
𝑖𝑗𝑘

= 

= ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗 ∑ 𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑘𝑖𝑗 = ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑗𝑖𝑗 = 1. 

Misol. Uchta genotip: (𝐴; 𝐵; 𝐶). Operator matritsalari: 

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 1, agar juftlik (𝑖, 𝑗) faqat 𝑘 ni beradi; aks holda 0. 

Uchta genotip (𝐴; 𝐵; 𝐶) mavjud bo‘lgan holatda kvadratik 

stoxastik operatorni ko‘rib chiqamiz. 

Operator matritsasi quyidagicha bo‘ladi: 

𝑃{𝐴𝐴} = (1; 0; 0) 

𝑃{𝐴𝐵} = (0,5; 0,5; 0) 

𝑃{𝐴𝐶} = (0,3; 0,4; 0,3) 

𝑃{𝐵𝐵} = (0; 1; 0) 

𝑃{𝐵𝐶} = (0,2; 0,3; 0,5) 

𝑃{𝐶𝐶} = (0; 0; 1) 

Boshlang‘ich taqsimot: 𝑥 = (0,4; 0,4; 0,2) bo‘lsin. 

Kvadratik stoxastik operator (k.s.o.)ni  

𝑥𝑘
′ = ∑ 𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑖𝑗  (simmetriya hisobga olingan holda) 

formula yordamida hisoblaymiz: 

𝑥1
′ = 𝑥1

2 ⋅ 1 + 2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 0,5 + 2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥3 ⋅ 0,3 + 

+𝑥2
2 ⋅ 0 + 2 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 ⋅ 0,2 + 𝑥3

2 ⋅ 0 = 

= 0,16 + 0,16 + 0,048 + 0 + 0,032 + 0 = 0,4 

𝑥2
′ = 𝑥1

2 ⋅ 0 + 2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 0,5 + 2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥3 ⋅ 0,4 + 

+𝑥2
2 ⋅ 1 + 2 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 ⋅ 0,3 + 𝑥3

2 ⋅ 0 = 

= 0 + 0,16 + 0,064 + 0,16 + 0,048 + 0 = 0,432 

𝑥3
′ = 1 − 𝑥1

′ − 𝑥2
′ = 1 − 0,4 − 0,432 = 0,168 

Barcha juftlik uchun koeffitsientlar shu tarzda 

tanlanadiki, har bir (𝑖, 𝑗) juftlik uchun 𝑃{𝑖𝑗,1} + 𝑃{𝑖𝑗,2} +

𝑃{𝑖𝑗,3}  =  1. Agar operator to‘g‘ri qurilsa, quyidagi kabi 

nuqtalarda qo‘zg‘almas holatlar yuzaga keladi: 𝑥 =
(𝑥1; 𝑥2; 𝑥3)qo‘zg‘almas nuqta bo‘lsa, bu nuqtada 𝑉(𝑥) = 𝑥 

bo‘ladi. Masalan, 𝑥 = (0; 0; 1) bo‘lsa, 𝑃{𝐶𝐶} =

(0; 0; 1)bo‘lgani uchun, shu nuqta qo‘zg‘almas nuqtadir. 

Shuningdek, 𝑥 = (1; 0; 0) yoki 𝑥 = (0; 1; 0) nuqtalar ham 

shunday bo‘lishi mumkin. Agar 𝑥 = (0,4; 0,3; 0,3), u holda 

yangi taqsimot 𝑥′ = 𝑉(𝑥) formula orqali hisoblanadi. 

To‘rtta genotip (𝐴; 𝐵; 𝐶; 𝐷) mavjud bo‘lgan holatda 

kvadratik stoxastik operatorni ko‘rib chiqamiz. Ularning 

taqsimoti vektor orqali quyidagicha ifodalanadi: 𝑥 =
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4). 

Operator matritsasi quyidagicha bo‘ladi: 

𝑃{11} = (1; 0; 0; 0) 

𝑃{12} = (0,4; 0,3; 0,2; 0,1) 

𝑃{13} = (0,3; 0,3; 0,2; 0,2) 

𝑃{14} = (0,25; 0,25; 0,25; 0,25) 

𝑃{22} = (0; 1; 0; 0) 

𝑃{23} = (0,2; 0,3; 0,4; 0,1) 

𝑃{24} = (0,1; 0,3; 0,3; 0,3) 

𝑃{33} = (0; 0; 1; 0) 

𝑃{34} = (0,2; 0,2; 0,3; 0,3) 

𝑃{44} = (0; 0; 0; 1) 

Boshlang‘ich taqsimot: 𝑥 = (0,25; 0,25; 0,25; 0,25) 

bo‘lsin. 

Hisoblash formulasiga ko‘ra, har bir (𝑉(𝑥))
𝑘
 uchun: 

(𝑉(𝑥))
𝑘
= ∑ 𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗𝑖𝑗  formuladan foydalanib 

hisoblaymiz. Har bir indeks bo‘yicha alohida hisoblab 

chiqish mumkin. 

Masalan: 

(𝑉(𝑥))
1
= 𝑥1

2 ⋅ 1 + 2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 0,4 + 2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥3 ⋅ 0,3 + 

+2 ⋅ 𝑥1 ⋅ 𝑥4 ⋅ 0,25 + 2 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 ⋅ 0,2+. .. 

Ko‘rinib turibdiki, n = 4 holat ham analogik tarzda 

ishlaydi, lekin hisoblashlar murakkabroq. 

Murakkabroq qozgalmas nuqtalar iteratsiya usuli bilan 

aniqlanishi mumkin. Bu nuqtalar genetik 

populyatsiyalarning uzoq muddatli barqaror holatini 

ifodalaydi 

3. Xulosa 

Kvadratik stoxastik operator (k.s.o.)lar – 

populyatsiyadagi genetik jarayonlarni aniq va matematik 

jihatdan barqaror tarzda modellash imkonini beruvchi 

qudratli vositadir. Fisher modelining umumlashmasi orqali 

ular nafaqat bir genofondning holatini, balki juftlik ta’siri va 

fitnes xususiyatlarini ham hisobga oladi. Maqolada 

kvadratik stoxastik operator (k.s.o.)larning asosiy ta’riflari, 

matematik xususiyatlari va modelda qo‘llanilishi tahlil 

qilindi. 
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